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Torzija homogenih prizmatičnih nosilcev je relativno dobro raziskana, malo več pozor-
nosti pa je treba nameniti teoriji, ki analizira torzijo kompozitnih nosilcev s spremi-
njajočimi se materialnimi lastnostmi. V tem magistrskem delu smo se osredotočili na
kompozitni nosilec, ki je obremenjen s torzijsko in upogibno obremenitvijo. Rezultat
tega je netrivialno napetostno polje po prerezu. V delu prav tako primerjamo rezultate
teorije z rezultati, ki smo jih določili eksperimentalno. Zaradi enostavneǰsega računanja
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Mathematica
The torsion of homogeneous prismatic beams is relatively well researched. A theory
that needs more attention, however, is the one that analyses torsion of composite beams
with changing material properties. In this master’s thesis, we focused on a composite
beam loaded with torsional and bending loads. The result is a non-trivial stress field
across the cross-section. We also compared the results of the theory with the results
obtained with experimental testing. To achieve simpler calculation, we also developed a
user interface that serves as a tool for a faster determination and calculation of stresses
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obremenitvah . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
Preglednica 4.4: Rezultati eksperimenta, izmerjen obremenitveni torzijski mo-
ment in poves ∆z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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a m širina posamezne plasti
b m vǐsina posamezne plasti
č / število členkov
E MPa elastični modul
f / oznaka za dalǰsi izraz, definiran v delu
fx,fy,fz MPa m
-1 volumske sile
G MPa strižni modul
H m vǐsina prereza
h m vǐsina posamezne plasti
I mm4 vztrajnostni moment prereza
IT mm
4 torzijski vztrajnostni moment
K / oznaka za dalǰsi izraz, definiran v delu
L m dolžina nosilca
MT Nm torzijski moment
M(x) Nm notranji moment
m m enotski vektor, usmerjen tangencialno na rob območja
mu kg masa uteži
my,mz m komponenti enotskega vektorja m
N / oblikovna funkcija posameznega elementa (angl. shape
function)
n / razmerje elastičnih modulov
nKE / število končnih elementov
nez / število neznank
p / število palic
q(x) N m-1 porazdeljena obremenitev
R / rotacijska matrika
rP m vektor do izbrane točke P
rP′ m vektor do izbrane točke P’
T(x) N notranja strižna sila
U mm3 N-1 rad-1 Prandtlova napetostna funkcija
UΓ mm
3 N-1 rad-1 vrednost Prandtlove napetostne funkcije po robu Γ
u m vektor premika
u m komponenta vektorja premika v smeri osi x
v m komponenta vektorja premika v smeri osi y
voz / število vozlǐsč
w m komponenta vektorja premika v smeri osi z
w(x) m funkcija povesa pri upogibu
x m koordinata x
y m koordinata y
z m koordinata z
xix
Oznaka Enota Pomen
α ° kot med koordinatno osjo y in vektorjem m
β / utežna funkcija (angl. weight function)
Γ / rob območja
∆ / Laplaceov operator
∆z mm prirast povesa
ϵxx,ϵyy,ϵzz / diagonalne komponente deformacijskega tenzorja
ϵxy,ϵxz,ϵyz / izvendiagonalne komponente deformacijskega tenzorja
θ rad mm-1 specifični kot zasuka
κ m-1 ukrivljenost nosilca
ν / Poissonov količnik
Φ / oznaka, ki jo je vpeljal Saint Venant zaradi lažje izpe-
ljave
Φi / Saint Venantova napetostna funkcija, uporabljena v
članku
φ ° kot zasuka
φu(x) rad kot zasuka
ρ m radij ukrivljenosti nosilca
σ Mpa Misesova primerjalna napetost
σpri MPa primerjalna napetost
σxx,σyy,σzz MPa diagonalne komponente napetostnega tenzorja
τxy,τxz,τyz MPa izvendiagonalne komponente napetostnega tenzorja
Ψi / funkcija upogibanja (angl. warping function)















Seznam uporabljenih okraǰsav in kratic
Kratica Pomen
KE končni element





Smučanje je eden izmed najbolj priljubljenih zimskih športov. Ljudje smo se začeli s
smučmi voziti iz praktičnih razlogov, kmalu pa smo ugotovili, da je poleg uporabnosti
dejavnost tudi zelo zabavna in nadvse sproščujoča. Z željo po vedno večjem užitku se je
začela razvijati oprema za smučanje. Razvoj smuči je že dolgo časa naloga, ki jo vodilni
ponudniki opravljajo dobro, vsekakor pa stremijo k temu, da bi mehanski odziv smuči
lahko popisali še bolje. Trudijo se približati realnemu odzivu smučke ter ugotoviti
dejansko stanje materialov in plasti v smučeh med aktivnostjo in obremenitvijo.
V magistrski nalogi se bomo zato osredotočili na torzijsko-upogibno obremenitev smučke
ter določili notranje napetostno-deformacijsko stanje. Smučko bomo predstavili kot
kompoziten nosilec. Upogib kompozitnega nosilca na elastični (snežni) podlagi je
obravnavan že v magistrskem delu J. Rijavca [1]. Z dodatkom torzije bomo lahko
sestavili izbolǰsan model smučke.
1.2 Cilji naloge
Med cilje naloge primarno spada določitev napetostnega stanja v smučki pod torzijsko
obremenitvijo. To bomo dosegli z izpeljavo napetostne funkcije, s pomočjo katere bomo
definirali napetosti po prerezu.
Pogledali bomo tudi napetostno stanje, ki se ustvari ob kombinaciji obremenitev, pri
čemer bi bila smučka obremenjena s torzijo in upogibom hkrati.
Za potrditev rezultatov bomo zasnovali eksperiment. Zatem bo sledila primerjava
rezultatov in diskusija.
Od magistrskega dela pričakujemo predvsem to, da bo izpeljana teorija zagotovila
dovolj dobre rezultate za oceno napetostnega stanja po prerezu smučke, ki nam bodo




2 Teoretične osnove in pregled lite-
rature
2.1 Pregled literature
Na področju raziskovanja torzije kompozitnih nosilcev je bilo v preteklosti razvitih že
nekaj teorij in rešitev, ki za naš primer niso bile popolnoma ustrezne. Vendarle pa
podajajo rešitve in podobno metodologijo, kot smo jo uporabili tudi v naši teoriji, ki
jo bomo podrobneje predstavili kasneje.
Rešitev za torzijo okroglih prerezov je že znana, izpeljal pa jo je Saint-Venant [2].
Dokončno je bila sestavljena, ko jo je Prandtl dopolnil z vpeljavo svoje napetostne
funkcije.
Ker pa seveda nosilci okroglega prereza predstavljajo le majhen delež vseh različnih
izvedb in oblik, se je pojavila želja po razvoju teorije, ki bi opisala torzijo nosilca
različnih splošnih in v strojnǐstvu bolj uporabnih oblik. V svoji knjigi nam Muskhe-
lishvili podaja rešitev za prerez, sestavljen iz dveh različnih homogenih materialov, ki













Slika 2.1: Prerez, ki ga je definiral Muskhelishvili [3]
3
Teoretične osnove in pregled literature
Iz te teorije sta črpala avtorja članka, ki je prinesel napredek na področju torzije kom-
pozitnih nosilcev. S pomočjo metode končnih razlik sta Ely in Zienkiewicz opisala
prerez kompozita, sestavljenega iz dveh homogenih materialov, in prǐsla do rezultatov
napetostnega in deformacijskega stanja v nosilcu [4].
Savoia in Tullini sta v svojem članku predstavila model, ki ima na prerezu n plasti,
kar je pomemben korak pri razvoju teorije. Pomanjkljivost članka je v tem, da morajo
biti plasti simetrične na sredinsko os, obenem pa se morajo nalagati ena na drugo, zato












Slika 2.2: Prerez, ki ga sta ga definirala Savoia in Tullini [5]
Podobno izpeljavo je v svojem članku predstavil tudi Swanson [6].
Rešitev za prerez z materialom, ki se mu zvezno spreminjajo materialne lastnosti, so
uspešno predstavili Rongqiao et al. [7]. Izpeljali so tako imenovan slojevit model, ki
prerez razdeli na veliko manǰsih pravokotnih plasti, pri čemer vsaki posamezni plasti
pripǐsemo svojo materialno lastnost. Model seveda deluje le ob večjem številu defini-
ranih plasti.
Uporabnost teorije je lepo prikazana tudi v članku avtorjev Teimoori et al., v katerem
preučujejo torzijo nosilca, prevlečenega s tanko plastjo ojačitvenega materiala [8].
Veliki večini zgoraj omenjenih člankov, ki želijo analitično izpeljati rešitev, je skupno,
da v ta namen uporabljajo Fourierove vrste. Hitro se lahko zgodi, da ob velikem številu
plasti to privede do nestabilnih rešitev. Zato se je razvoj obrnil v smer modeliranja
s končnimi elementi, ki so bolj primerni za definirani problem. V nadaljevanju bomo
predstavili še nekaj člankov, ki se osredotočajo na izpeljavo teorije s pomočjo KE.
Chen je v svojem članku predstavil torzijo nosilca, katerega prerez je podoben šahovnici.
Prednost pred ostalimi članki je ta, da je opisal tudi plasti, ki se dodajajo od strani,
prav tako pa upošteva to, da prerez ni nujno simetričen in je lahko poljubno definiran.
4
Teoretične osnove in pregled literature
Izpeljal je tudi povezavo med pravokotnim in ukrivljenim prerezom. Izpeljava sloni na
KE, ki jih je avtor prilagodil za svoj primer [9].
Članek, po katerem smo povzeli našo teorijo, so napisali Saygun et al. [10]. Podrobneje
je predstavljen v poglavju 2.2.2 Torzija prizmatičnih gredi s kompozitnim prerezom.
2.2 Teoretične osnove
Smiselno je, da izpeljavo teorije začnemo pri prizmatični gredi, ki ima homogen pre-
rez, nato pa bomo teorijo razširili še na kompozitno prizmatično gred, katere prerez je
sestavljen iz več različnih plasti, njegove materialne lastnosti pa se po prerezu spremi-
njajo.
2.2.1 Torzija prizmatičnih gredi s homogenim prerezom
Teorija, na kateri sloni nadaljnji razvoj, je, kot smo že omenili v poglavju 2.1 Pregled
literature, Saint-Venantova teorija iz leta 1855. Velja le ob naslednjih predpostavkah:
– Prerez se samo zasuka.
– Obremenjevanje je samo z neovirano torzijo.
– Čelna ploskev se lahko izboči/vboči.
– Ni zvezne obtežbe (ni volumskih sil).
– Zasuki so lahko le majhni.






Slika 2.3: Prikaz obravnavanega homogenega nosilca
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Kot zasuka φ je odvisen le od koordinate x:
φ = φ(x). (2.4)
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Če združimo enačbi (2.2) in (2.7), dobimo naslednji povezavi:
v = −z φ, (2.8)
w = y φ. (2.9)
V splošnem sicer velja:
u = u(x,y,z). (2.10)
Ker pa se prerez na obeh straneh gredi izboči enako, kot je prikazano na sliki 2.5, je




Slika 2.5: Prikaz, da je izbočitvena funkcija u neodvisna od koordinate x
Zapǐsemo lahko spodnje povezave in odvisnosti:
u = u(x,y,z) → u(y,z),
v = v(x,y,z) → v(x,z) = −z φ, (2.11)
w = w(x,y,z) → w(x,y) = y φ.



































































(−φ(x) + φ(x)) = 0.
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Prav tako zapǐsemo še napetosti, pri čemer upoštevamo Hookov zakon:
σxx = σyy = σzz = 0, (2.14)













































+ fz = 0. (2.18)
Iz enačb (2.17) in (2.18) lahko pridobimo naslednjo enačbo. Postopek je prikazan le za













+ fy = 0. (2.19)
Če v zgornji izraz vstavimo enačbo (2.15), lahko hitro opazimo, da se prvi člen v












Enak rezultat poda enačba (2.18). Iz tega lahko naprej vidimo, da ob enkratnem
integriranju enačba dobi naslednjo obliko:
dφ(x)
dx
= konst. = θ. (2.22)
Opazimo, da je prvi odvod funkcije φ(x) konstanta in jo zato poimenujemo specifični
kot zasuka θ z enotami [rad/mm].
8
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+ fx = 0. (2.23)
















Φ v tem primeru nima nobenega fizikalnega pomena, pomaga pa nam pri nadaljnji
izpeljavi.
Zgornji enačbi lahko izenačimo z enačbo (2.15), hkrati pa upoštevamo še povezavo,




















































Enačba še vedno vsebuje materialne lastnosti, tj. strižni modul G, kar pa lahko popra-
vimo z Prandtlovo napetostno funkcijo.
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2.2.1.1 Prandtlova napetostna funkcija
Napetostna funkcija, ki jo je vpeljal Prandtl, po katerem je tudi dobila ime, definira
spodnjo enačbo, s katero iz vodilne enačbe (2.31) izločimo materialne lastnosti. Funkciji
U pravimo Prandtlova napetostna funkcija, predpǐsemo pa ji lahko robne pogoje, kar











= 1 → △U = 1. (2.33)









2.2.1.2 Določitev robnih pogojev
Kot smo že omenili v preǰsnjem poglavju, se za funkcijo U lahko določijo robni pogoji.
Za to je potrebna kratka izpeljava, ki je prikazana v tem poglavju. Na sliki 2.6 je






Slika 2.6: Prikaz prereza za določitev robnih pogojev
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mz = 0. (2.37)













|m| → 1. (2.40)
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Če enačbo (2.42) integriramo, lahko pokažemo zanimivo lastnost napetostne funkcije
U . Na robu območja, ki ga definira Γ, je napetostna funkcija konstantna. Ker pa je ta
konstanta prosto določljiva, si jo zato lahko izberemo sami. Najlažje je, če konstanti
določimo vrednost 0:
UΓ = 0. (2.43)
S tem smo določili robne pogoje za Prandtlovo napetostno funkcijo. Robni problem
torej definirata spodnji enačbi, ki ju moramo rešiti, da lahko določimo napetosti po
prerezu:
△U = 1, (2.44)
UΓ = 0. (2.45)
2.2.1.3 Izračun torzijskega vztrajnostnega momenta
Izračunamo lahko tudi torzijski vztrajnostni moment. Izhajamo iz osnovne enačbe za






















S pomočjo Green-Gaussovega izreka lahko ploskovni integral po območju A prevedemo










Prvi del integrala lahko izenačimo z 0 zaradi enačbe (2.45).
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Zapǐsemo lahko spodnjo povezavo:
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2.2.1.4 Membranska analogija
Napetostno funkcijo U si je malo težje predstavljati, kot če bi imeli na prerezu definirane
napetosti. Najlažje si jo zato vizualiziramo s pomočjo membranske analogije. Ta nam
omogoča, da bolj intuitivno razumemo, kje na prerezu se pojavijo največje in najmanǰse
napetosti.
(a) Napetostna funkcija
(b) Kontura napetostne funkcije
Slika 2.9: Prikaz napetostne funkcije
Določitev napetosti je v primeru kvadratnega oz. pravokotnega prereza precej pre-
prosta. Največje napetosti se pojavijo na mestih, kjer je naklon napetostne funkcije
največji. Na sliki 2.9 lahko to opazimo na sredini stranic. Najmanǰse napetosti pa
se pojavijo na mestih, kjer je naklon napetostne funkcije najmanǰsi, torej na sredini
prereza. Zanimiv pojav opazimo v oglǐsču, kjer se stranici stakneta. Napetosti so na
tistem mestu enake 0.
Membransko analogijo lahko precej enostavno razložimo na primeru preprostih prere-
zov; če prerezi postanejo bolj kompleksni, pa takšna intuitivna določitev mest največjih
in najmanǰsih napetosti ni več možna. Nekaj primerov je prikazanih na spodnjih slikah.
14




Slika 2.10: Napetostne funkcije različnih oblik: (a) trikotnik, (b) zvezda, (c) I profil
15
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2.2.1.5 Razširitev na več plasti
Izpeljana teorija v primeru prereza s homogenim materialom daje dobre rezultate, ne
moremo pa jo uporabiti, če se prerezu spreminjajo materialne lastnosti s koordinatama
y in z. Razširjeno teorijo bomo predstavili v poglavju 2.2.2 Torzija prizmatičnih gredi
s kompozitnim prerezom.
2.2.2 Torzija prizmatičnih gredi s kompozitnim prerezom
2.2.2.1 Izpeljava vodilne enačbe problema
Izpeljava temelji na članku avtorjev Saygun et al. [10], ki so za svojo osnovo tako kot
avtorji drugih člankov uporabili Saint-Venantovo teorijo, izpeljano v poglavju 2.2.1
Torzija prizmatičnih gredi s homogenim prerezom. Obravnavan je bil splošen prerez,
na katerem lahko vidimo več različnih plasti z različnimi materialnimi lastnostmi, je








Slika 2.11: Prerez, ki so ga definirali Saygun et al. [10]
Na začetku so definirani pomiki v smereh x, y in z. Koordinatni sistem smo poenotili (v
obravnavanih člankih so avtorji uporabljali različno notacijo), zato se malce razlikuje
od tistega, ki je uporabljen v članku, vse izpeljave in postopki pa seveda ostajajo enaki.
Aksialna os je os x. Definirani u predstavlja pomik v smeri x, v v smeri y, w pa v
smeri v z. Oznaka θ predstavlja specifični kot zasuka in ima enote [rad/mm], Ψi pa
16
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predstavlja funkcijo upogibanja (angl.warping function) za i-to plast:
u = θΨi(y,z),
v = −θxz, (2.54)
w = θxy.
















Na podlagi zgornjih enačb (2.55) in (2.56) lahko zapǐsemo še strižne napetosti, ki se















Na podlagi Saint-Venantove teorije avtorji ponovno vpeljejo Saint-Venantovo napeto-









Na podoben način kot pri poglavju 2.2.1 Torzija prizmatičnih gredi s homogenim pre-
rezom, kjer izpeljava pripelje do enačbe (2.31), tudi tukaj dobimo podobno rešitev, le











Izpeljava se na tem mestu ne more nadaljevati na enak način kot v poglavju 2.2.1,
saj Prandtlove napetostne funkcije ne moremo definirati za celoten prerez in se s tem
znebiti materialnih lastnosti. Na prerezu je namreč več različnih materialov, zaradi
česar ta ni več homogen. Avtorji članka na temu mestu zato zaključijo z izpeljavo in
rešujejo zgoraj dobljeno enačbo (2.61).
17
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2.2.2.2 Formulacija končnega elementa
Članek na tem mestu citira knjigo Reddy [11]. Tam je zapisana formulacija končnega


















dydz = 0. (2.62)
Aproksimacija funkcije Φi po končnem elementu je zapisana s spodnjo enačbo, v kateri
N ej predstavlja oblikovno funkcijo končnega elementa (angl. shape function). Oznaka







Enačbo (2.63) vstavimo v enačbo (2.62) in utežno funkcijo uporabimo kot oblikovno































−2θN ei dydz. (2.66)
Na robu prereza je vrednost napetostne funkcije enaka 0.
2.2.2.3 Izpeljava torzijske togosti GI
Ko izračunamo napetostno funkcijo, sledi izračun torzijskega momenta in torzijske
togosti:
Mt = GIθ =
∫︂
Ω
(τzxy − τyxz) dydz. (2.67)





V zgornji enačbi (2.68) je prikazan izračun torzijske togosti. Torzijska togost je lastnost
prereza, zato bomo te rezultate lahko uporabili tudi v eksperimentalnem delu, kjer
bomo nosilec obremenili z različnimi torzijskimi obremenitvami ob enaki upogibni.
Na ta način bomo med seboj primerjali, kako torzijski moment in torzijska togost
konstrukcije vplivata na poves nosilca ob upogibni obremenitvi.
18
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2.2.3 Upogib kompozitnega nosilca
Obremenitev nosilca na upogib je eden izmed osnovnih problemov, s katerimi se srečujemo
v strojnǐstvu. Pri obremenitvi, ki jo bomo obravnavali v tem poglavju, je analitično
določljiv poves nosilca, prav tako pa tudi upogibnica in napetosti ter deformacije, ki
se pojavijo na prerezu nosilca.
Seveda vse to velja za preprost homogen prerez, katerega materialne lastnosti se ne
spreminjajo. V tem delu pa obravnavamo kompozitni nosilec, ki je sestavljen iz več
med seboj povezanih plasti. Neposreden preračun takega problema zato ni mogoč.
Treba je uporabiti tehnike, ki problem poenostavijo. V našem primeru bomo uporabili
poenostavitev, ki jo imenujemo metoda transformiranega prereza. Predstavljena je v
poglavju 2.2.3.1.
V delu [1] je izpeljana enačba za upogib nosilca s homogenim prerezom. Izpeljava
pripelje do spodnjih enačb. Aksialno os označimo s črko x:
σxx = −Eκz, (2.69)





ρ pa je radij ukrivljenosti nosilca.





EκzdA = 0, (2.71)
moment pa na spodnji način:
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2.2.3.1 Metoda transformiranega prereza
Metoda transformiranega prereza je uporabna v primeru, ko imamo na prerezu več
plasti iz različnih materialov. Elastični moduli vsake plasti posebej se razlikujejo, zato
je treba problem poenostaviti. Glavni cilj metode je ta, da prerez z različnimi materiali
prevedemo na prerez, ki je sestavljen iz enega materiala. Spremembo materiala moramo
nadoknaditi na drugačen način. Plast, ki ji spremenimo materialne lastnosti, zato
prilagodimo tako, da jo povečamo/zmanǰsamo v merilu, ki ga določa razmerje med
elastičnimi moduli plasti. Pomembno je poudariti, da je to namǐsljen ekvivalentni
















Slika 2.12: Prikaz transformiranja prereza iz realnega v namǐsljen ekvivalenten prerez.
Lokacijo nevtralne osi transformiranega prereza določimo tako, da poǐsčemo mesto,






nzdA = 0, (2.77)
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= κ (E1I1 + E1nI2)
oz.
M = κ (E1I1 + E1nI2) .










It predstavlja vztrajnostni moment transformiranega prereza. Izračunamo ga po spo-
dnji enačbi. Iyt,i predstavlja vztrajnostni moment vsake posamezne plasti, zod,t,i od-











Težǐsče celotnega prereza se določi s spodnjo enačbo, pri čemer zt,i predstavlja težǐsče





































Slika 2.13: Prikaz prereza z označenimi razdaljami od težǐsčnih osi.
2.2.3.2 Napetosti na prerezu zaradi upogiba
Napetosti na prerezu, ki se pojavijo zaradi upogiba, so σxx. Na sliki 2.14 so prikazane
s puščicami, nastopijo pa v ravnini y-z in kažejo v smeri osi x. Nosilec obremenimo





Slika 2.14: Prikaz napetosti po prerezu, ki se pojavijo zaradi upogibne obremenitve.
2.2.4 Kompozitni nosilec, obremenjen s kombinacijo torzijske
in upogibne obremenitve
V poglavjih 2.2.2 in 2.2.3 smo predstavili dve različni obremenitvi. V obeh primerih
smo prǐsli do napetosti, ki kažejo v določenih smereh. Pri torzijskih obremenitvah se
na prerezu pojavijo strižne napetosti τzx in τyx, ki so v ravnini prereza, medtem ko se
22
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pri upogibnih obremenitvah pojavijo napetosti σxx, ki kažejo v smeri aksialne osi in so
usmerjene ven iz prereza, kot je to prikazano na sliki 2.14.
Na tem mestu se pojavi vprašanje, kako določiti splošno napetostno stanje na prerezu,
saj napetosti v različnih smereh ne moremo kar seštevati. Rešitev lahko poǐsčemo
v [12], kjer je definirano, kako napetosti v različnih smereh združimo v napetost, ki
realno predstavi napetostno stanje na prerezu. Poleg Misesove metode obstajajo tudi
drugi zakoni, ki opisujejo napetostno stanje in določajo mejo tečenja za materiale. Med
drugim poznamo tudi:
– Rankinov kriterij tečenja,
– Trescov kriterij tečenja,
– Beltramijev kriterij tečenja.
Največkrat uporabljen je Misesov kriterij, ki je definiran s spodnjo enačbo:
σ =
√︄
(σxx − σyy)2 + (σyy − σzz)2 + (σzz − σxx)2 + 6
(︁








Samega kriterija v tem delu ne bomo podrobneje raziskovali.
2.2.5 Metoda končnih elementov
Pri izračunih zahtevnih realnih problemov se pogosto znajdemo pred težavo, da ne
znamo oz. analitično ni možno rešiti določenega sistema parcialnih diferencialnih enačb,
s katerimi želimo fizikalne lastnosti zapisati v matematičnem modelu. V takem primeru
uporabimo numerično reševanje, in sicer enega izmed najbolj uporabnih pristopov,
metodo končnih elementov. Z njo sistem parcialnih diferencialnih enačb diskretiziramo
in tako rešujemo sistem navadnih algebrskih enačb, ki pa mu lahko določimo enolično
rešitev.
S takimi postopki seveda privzamemo določene predpostavke in poenostavitve. Z
diskretizacijo ne dobimo natančne rešitve, zato se moramo pri numeričnih metodah
vprašati o njihovi natančnosti in o parametrih, ki vplivajo na končni rezultat. Naštejemo
lahko nekaj lastnosti končnega elementa, ki vplivajo na končno rešitev:
– gostota mreže,
– oblika in tip končnega elementa,
– določitev robnih pogojev.
2.2.5.1 Gostota mreže in velikost končnega elementa
Ko govorimo o gostoti mreže, govorimo o številu končnih elementov, ki so uporabljeni
za diskretizacijo. Med seboj so vsi skupaj povezani v oglǐsčih in sestavljajo mrežo, ki
predstavlja geometrijo. Različne gostote mrež in velikost končnih elementov so prika-
zane na spodnji sliki 2.15. Z uporabo bolj goste mreže lahko dosežemo bolj natančno
rešitev. To sicer v vseh primerih ne drži, zato je treba goščenje mreže vedno smiselno
utemeljiti.
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(a) (b)
(c)
Slika 2.15: Prikaz različnih gostot mreže končnih elementov
2.2.5.2 Oblika in tip končnega elementa
Poznamo več vrst končnih elementov, ki imajo določene prednosti, hkrati pa vsaka
prinaša tudi svoje omejitve in poenostavitve. Največkrat stremimo k temu, da lahko
zahtevno geometrijo najprej poenostavimo in jo nato kvalitetno pomrežimo.
V osnovi poznamo linijske, ploskovne in volumske končne elemente, ki so prikazani na
sliki 2.16. Če rešujemo 3D problem, ga moramo torej reševati z volumskimi končnimi
elementi, razen če lahko naš model poenostavimo in 3D geometrijo smiselno nadome-
stimo z 2D območjem. To smo storili tudi pri našem izračunu, saj smo 3D nosilec
spremenili v 2D prerez, pri čemer smo definirali mrežo ploskovnih končnih elemen-
tov. To lahko storimo, ker se materialne lastnosti vzdolž aksialne osi ne spreminjajo.
Če pa bi želeli model še naprej poenostaviti in uporabiti linijske končne elemente, bi
bilo to neustrezno, saj bi s tem izgubili glavno lastnost prereza, to je večplastnost.
Predpostaviti bi morali namreč, da je prerez sestavljen iz homogenega materiala.
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Slika 2.16: Prikaz (a) linijskih, (b) ploskovnih in (c) volumskih končnih elementov
2.2.5.3 Definicija robnih pogojev
Pomemben del numerične analize je definicija robnih pogojev, ki jih moramo pravilno
zapisati. Definiramo lahko razne podpore, vpetja, konzole, pa tudi obremenitve. Pri
obremenitvah moramo biti pozorni na njihovo lokacijo, saj je treba robne pogoje v
končnemu elementu zapisati v vozlǐsču. Prav tako se morajo robni pogoji ujemati na
vozlǐsčih končnih elementov, ki se med seboj dotikajo in držijo. Pri tem morajo veljati
pogoji konsistentnega prehoda, ki zagotovijo, da je prek njih konsistentno povezano
celotno območje obravnave.
25
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3 Metodologija raziskave
3.1 Izračun s pomočjo programskega okolja Mathe-
matica
Za reševanje teoretičnega problema smo se odločili napisati program, ki bo poenostavil
postopek izračuna. Cilj je bil ustvariti tak program, ki bi poleg izračuna pravilne
rešitve omogočal tudi enostavno definiranje prerezov in materialnih lastnosti ter bi bil
prijazen uporabniku. Odločili smo se, da bomo program izdelali v programskem okolju
Mathematica.
Ko uporabnik definira lastnosti prereza, se podatki lahko izvozijo in shranijo ter po-
novno uvozijo ob naslednjem zagonu. S tem se skraǰsa čas ponovnega definiranja plasti
na prerezu in njihovih materialnih lastnosti. Prav tako se med delovanjem avtomat-
sko shranjujejo izrisi napetosti po prerezu. Na koncu so vsi rezultati zbrani v enem
dokumentu .pdf, tako da sta obdelava in prikaz podatkov izjemno preprosti.
Izdelava takega programa se nam je zdela ključnega pomena, saj je uporabnǐska izkušnja




3.1.1 Prikaz delovanja programa
Program in zaporedje ukazov, ki jih ta izvede, sta prikazana na sliki 3.1.
Slika 3.1: Prikaz programa v Mathematici
Kot lahko vidimo na sliki 3.1, je zaporedje korakov pomembno. Najprej uporabnik
definira prerez, in sicer s tem, da določi število vseh plasti ter vǐsino in širino prereza.
Sledi določitev materialnih lastnosti za vsako plast posebej, pri čemer uporabnik določi
ime, elastični modul E in Poissonov količnik ν. S pomočjo spodnje enačbe (3.1) iz teh




2 (1 + ν))
(3.1)
Na sliki 3.2 lahko tudi vidimo, da se ob določanju vsake plasti posebej sproti izrisuje
profil prereza, kar je zelo dobrodošlo, saj uporabnik lahko hitro opazi svojo napako ali
si lažje predstavlja prerez, sploh če definira večje število plasti.
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Slika 3.2: Prikaz korakov, ki so potrebni za določitev prereza
Ko določimo vse podatke, lahko program izračuna rešitev problema. Spodaj so pri-
kazane nekatere rešitve, njihova razlaga in interpretacija pa bo sledila v poglavju 4
Rezultati.
3.1.2 Prikaz rezultatov v programu Mathematica – enostaven
kompozitni prerez
Ker analiziramo nosilec, ki je obremenjen z različnimi obremenitvami, je smiselno,
da rezultate vsake obremenitve pogledamo posebej, saj bomo le tako lahko določili
posledice, ki se pojavijo zaradi obravnavane obremenitve.
Analizirali bomo prerez, na katerem so definirane tri plasti, naložene ena na drugo.
Uporabljeni bodo različni materiali, ki so definirani v spodnji preglednici 3.1.
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Preglednica 3.1: Definirane lastnosti materialov na prerezu
Št. plasti Material E [MPa] ν G [MPa]
1 ABS plastika 2200 0,35 815
2 les 10000 0,4 3570
3 ABS plastika 2200 0,35 815
Slika 3.3: Prikaz obravnavanega prereza s tremi plastmi
3.1.2.1 Torzijske napetosti na prerezu
Na spodnjih slikah je prikazana napetost na prerezu kompozitnega nosilca, ki je po-
sledica torzije. Torzijo smo na nosilec vnesli prek specifičnega kota zasuka θ, ki ga je
treba definirati na začetku. Za prikaz smo uporabili več različnih specifičnih kotov za-
sukov θ, da lahko vidimo spreminjanje torzijskih napetosti. Predpostavimo, da imamo
nosilec, dolg 2000 mm. Definiramo lahko zasuk celotnega nosilca, in sicer tako, da
določimo kot v stopinjah, ki jih želimo aplicirati na nosilec. Določen kot lahko torej
na določeni dolžini enostavno pretvorimo v radiane na dolžinsko enoto, torej rad/mm.
Prikazi kontur in 3D porazdelitev napetosti so predstavljeni na sliki 3.4.
Zaradi torzije dobimo napetosti τyx in τzx, ki kažeta v različnih smereh, zato ju je treba
združiti, saj le tako lahko ugotovimo realno stanje in izrǐsemo porazdelitev. Uporabimo
spodnjo enačbo (3.2), ki izračuna primerjalno napetost σpri in predstavlja realno stanje
napetosti na prerezu [13].
σpri =
√︂








Slika 3.4: Prikaz napetosti, ki so posledica torzije, za primere (a) φ = 10°, (b) φ =
20° in (c) φ = 30°
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Zaradi spreminjanja specifičnega kota zasuka θ se spreminjajo tudi napetosti po pre-
rezu. Kot lahko vidimo, se oblika ohrani, torej velikost obremenitve nima vpliva na
porazdelitev napetosti, temveč le na njeno velikost. Na sliki 3.4 lahko vidimo legendo,
iz katere je razvidno, da do največje napetosti pride v primeru največjega specifičnega
kota zasuka (primer 3.4c). V preglednici 3.2 so zbrani podatki o maksimalnih in mini-
malnih vrednostih napetosti na prerezu. Vidimo, da so linearno povezane s torzijsko
obremenitvijo.
Preglednica 3.2: Maksimalne in minimalne napetosti na prerezu zaradi torzije
Št. primera θ [rad/mm] σpri,max [MPa] σpri,min [MPa]
(a) 0,0000873 5,39765 0
(b) 0,0001745 10,7953 0
(c) 0,0002618 16,19295 0
V zgornjem primeru je lepo vidna razporeditev napetosti po prerezu. Eden od znakov,
da je rezultat smiseln, je gotovo to, da so v vogalih prereza napetosti enake 0, kar je
značilen pojav za torzijo.
3.1.2.2 Upogibne napetosti na prerezu
V tem poglavju obravnavamo upogibno obremenitev. Na sliki 3.5 je prikazan primer, ki
ga rešujemo. To vpetje smo izbrali zato, ker je bil s takim vpetjem izveden eksperiment
in je ta izpeljava torej vezana na uporabljeno napravo in konfiguracijo. Vidimo, da je











Slika 3.5: Prikaz vpetja nosilca, ki ga obremenimo z upogibno obremenitvijo
Obstaja več pristopov, kako reševati takšen mehanski problem. Ena izmed možnosti
je uporaba virtualnega dela. Ta princip je uporaben predvsem v primerih, kjer imamo
statično določeno konstrukcijo. V našem primeru lahko s pomočjo enačb (3.3) in (3.4)
vidimo, da je konstrukcija 1x nedoločena. Zato se odločimo za reševanje diferencialne
enačbe, ki ji predpǐsemo ustrezne robne pogoje; tako dobimo funkcijo povesa in po-
sledično tudi notranjega upogibnega momenta, ki nas v našem primeru zanima [13].
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Prednost tega pristopa je ta, da nas ne zanima, ali je konstrukcija statično določena ali
ne, saj le predpǐsemo ustrezne robne pogoje, ki so značilni za določeno vrsto konstruk-
cije. Oznaka č predstavlja število členkov, nez število neznank v podporah, p število
palic in voz število vozlǐsč na konstrukciji.
2 č+ nez = 3 p+ 2 voz (3.3)
6 = 5 (3.4)
V spodnjem postopku je prikazan način določitve robnih pogojev in potek izračuna
notranjega momenta, ki je potreben za izračun upogibnih napetosti na prerezu.
Obravnavamo konstrukcijo, ki je prikazana na sliki 3.5. Rešiti moramo diferencialno
enačbo 4. reda, ki podaja funkcijo povesa konstrukcije. Zapisana je s spodnjo enačbo
(3.5) [13]. w(x) predstavlja poves v odvisnosti od aksialne koordinate x, q(x) pred-
stavlja porazdeljeno obremenitev, ki je prav tako lahko funkcija koordinate x, Iy pa
predstavlja vztrajnostni moment glede na os y. V našem primeru porazdeljene obre-





Kot lahko vidimo, je za rešitev diferencialne enačbe 4. reda (3.5) treba zapisati štiri
robne pogoje, na vsaki strani vpetja po dva. Za vsako stran moramo torej zapisati
različne robne pogoje, saj je tudi način vpetja različen.
V primeru reševanja te diferencialne enačbe se robne pogoje določa na sledeči način.




Sekundarni spremenljivki pa sta:
– notranji moment M(x),
– notranje strižna sila T (x).
Zapǐsemo lahko še naslednje povezave:
φu(x) = w
′(x), (3.6)
M(x) = −w′′(x)EIy, (3.7)
T (x) = −w′′′(x)EIy. (3.8)
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Robni pogoji vedno nastopanjo v parih. Če poznamo poves w(x), potem ne poznamo
notranje strižne sile T (x), in obratno. Enako velja pri drugih dveh robnih pogojih. Če
poznamo zasuk φu(x), potem ne poznamo notranjega momenta M(x), in obratno. Na
vsakem robu moramo torej poznati 2 pogoja.
V našem primeru lahko vidimo, da je nosilec na eni strani vpet konzolno, na drugi pa
je podprt s členkom; iz tega razloga se razlikujejo robni pogoji, ki jih definiramo.
Leva podpora – konzola
– poves v konzoli je enak 0
w(x) = 0 (3.9)
– zasuk v konzoli je enak 0
φu(x) = w
′(x) = 0 (3.10)
Desna podpora - členek
– poves v členku je enak 0
w(x) = 0 (3.11)
– moment v členku je enak 0
M(x) = −w′′(x)EIy = 0 (3.12)
Če upoštevamo še lokaciji obeh konzol, dobimo sledeče robne pogoje:
– w(0) = 0,
– φu(0) = w
′(0) = 0,
– w(L) = 0,
– M(L) = w′′(L) = 0.
Tudi pri tem smo se odločili, da bomo izvedli nekaj primerov različnih obremenitev,
da vidimo, kako se maksimalna (natezna in tlačna) napetost po prerezu spreminja s
spreminjanjem obremenitve. Nastavljeni parametri so prikazani v preglednici 3.3.
Preglednica 3.3: Definirani parametri F in L za primer upogibne obremenitve









Slika 3.6: Prikaz napetosti, ki so posledica upogiba, za primere (a) F = 100 N,
(b) F = 500 N in (c) F = 1000 N
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Rezultati so zapisani v spodnji preglednici 3.4.
Preglednica 3.4: Maksimalne (natezne in tlačne) napetosti na prerezu zaradi torzije
Št. primera L [mm] F [N] σxx,max [MPa] σxx,min [MPa]
(a) 100 2,45904 –1,4025
(b) 2000 500 12,2952 –7,0125
(c) 1000 24,5904 –14,0250
Tako kot pri torzijski obremenitvi vidimo, da se porazdelitev napetosti po prerezu pri
različnih obremenitvah ne spreminja, spreminja pa se le velikost. Opazimo lahko, da
so napetosti linearno povezane s spreminjanjem obremenitve.
3.1.2.3 Kombinacija torzijskih in upogibnih napetosti na prerezu
V spodnji preglednici 3.5 so definirani parametri, ki smo jih uporabili pri analizi nosilca
pod obema obremenitvama. Tudi na tem mestu bomo pokazali, da se napetostno
stanje lahko močno spreminja in je odvisno od tega, katera obremenitev je večja in bolj
izrazita.
Preglednica 3.5: Maksimalne in minimalne napetosti na prerezu zaradi kombinacije
obremenitev
Št. primera L [mm] F [N] θ [rad/mm]
(a) 1000 0,0000873
(b) 2000 500 0,0001745
(c) 100 0,0002618
(a)
Slika 3.7: Prikaz napetosti, ki so posledica kombinacije torzije in upogiba, za primere





Slika 3.7: Prikaz napetosti, ki so posledica kombinacije torzije in upogiba, za primere
(a), (b) in (c)
3.1.3 Prikaz rezultatov v programu Mathematica – komple-
ksen kompozitni prerez
V preǰsnjem poglavju smo obravnavali enostaven kompozitni prerez, na katerem se
plasti spreminjajo samo v eni smeri. V tem poglavju pa bomo pokazali, da je teorija
izpeljana tudi za prereze z bolj kompleksnimi oblikami. To pomeni, da plasti niso samo
naložene ena na drugo, temveč se spreminjajo v obeh smereh. Prikaz prerezov lahko





Slika 3.8: Prikaz različnih, bolj kompleksnih kompozitnih prerezov (a), (b), (c)
Vse prereze bomo obremenili z enakimi obremenitvami, ki so definirane v spodnji pre-
glednici 3.6. Materiali na prerezu so izbrani poljubno (oz. na način, da so si materi-
ali med seboj podobni, prerezi pa se razlikujejo le v dimenzijah, obliki in postavitvi
različnih plasti).
Preglednica 3.6: Obremenitveni pogoji kompleksnih kompozitnih prerezov
L [mm] F [N] φ[°] θ [rad/mm]






Slika 3.9: Prikaz napetosti, ki so posledica kombinacije torzije in upogiba za
kompleksne kompozitne prereze (a), (b) in (c)
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Zgoraj definirani prerezi služijo zgolj kot prikaz, da postopek deluje tudi na takih
prerezih. Čeprav prihaja do manǰsih numeričnih napak, bi te lahko z bolj gosto mrežo
končnih elementov gotovo zmanǰsali. Vsekakor lahko lepo vidimo lokacije največjih
in najmanǰsih napetosti na prerezu, kar je pomemben podatek za dimenzioniranje
konstrukcije.
3.2 Teoretični izračun prereza, uporabljenega v ek-
sperimentu
V tem poglavju bomo predstavili prerez, ki smo ga uporabili pri eksperimentu. Realna
izvedba nosilca je prikazana na sliki 3.10, shematski prikaz prereza pa na sliki 3.11.








Slika 3.11: Prikaz prereza, ki smo ga uporabili pri eksperimentu
Zaradi enostavnosti izdelave in razpoložljivih materialov, smo sestavili enostaven kom-




Preglednica 3.7: Materialne lastnosti testnega kompozitnega nosilca
Št. plasti Material E [MPa] ν
1 polietilen 500 0,44
2 topol 11000 0,35
3 titanal 68700 0,33
3.2.1 Uporaba končnih elementov
V poglavju 2.2.5 smo opisali metodo končnih elementov, ki smo jo uporabili tudi v
našem postopku. Za izračun vodilnih enačb (2.61) smo v programu Mathematica upo-
rabili funkcijo NDSolve. Ta je definirana kot funkcija, ki na določenem območju Ω
poǐsče numerično rešitev parcialne diferencialne enačbe. Parameter, ki ga lahko de-
finiramo, je tudi metoda, po kateri bo ta funkcija delovala. V našem primeru smo
seveda uporabili metodo končnih elementov, predpisali pa smo tudi interpolacijski red
(angl. interpolation order), s katerim smo določili, kako bomo interpolirali veličine po
končnem elementu. Če se odločimo za 1. red, končnemu elementu torej predpǐsemo
linearno interpolacijo. Vrednosti iskane veličine se namreč računajo v interpolacijskih
točkah na končnem elementu, med temi točkami pa je treba vrednosti interpolirati.
Linearna interpolacija je seveda najpreprosteǰsa in hkrati najhitreǰsa, vendar daje naj-
manj natančne rezultate. V naši nalogi smo se zato odločili za uporabo 2. reda inter-
polacije.
Druga lastnost, ki smo jo morali definirati znotraj funkcije, je bila največja velikost
končnega elementa. Ker smo želeli, da se vsaka plast na prerezu pomreži z vsaj ne-
kaj plastmi končnih elementov, smo zato morali izbrati dovolj majhen element, ki bi
zadostil tej zahtevi. Naša najtanǰsa plast je bila debela 0,4 mm (plast titanala), zato
smo za velikost končnega elementa nastavili vrednost 0,005 mm2. S tem smo zagotovili
dobro pomreženost tudi najtanǰse plasti. Mreža, ki je bila uporabljena, je prikazana
na sliki 3.12.
Slika 3.12: Prikaz prereza, pomreženega s končnimi elementi
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Uporabili smo ploskovne končne elemente, saj je problem, ki ga rešujemo, omejen na
2D prostor. Predpostavili smo namreč, da se dimenzija nosilca vzdolž aksialne osi ne
spreminja in da je prerez konstanten.
3.3 Eksperimentalni del
Eksperimentalni del je bil izveden v podjetju Elan, d. o. o., kjer imajo napravo
za torzijsko obremenjevanje smuči. Zaradi enostavnega postopka dodajanja upogibne
obremenitve je taka konfiguracija ustrezala našim zahtevam. Cilj eksperimenta je bil
preveriti obnašanje kompozitnega nosilca pod kombinacijo torzijske in upogibne obre-
menitve. V tem poglavju je opisana izvedba eksperimenta, rezultati pa bodo predsta-
vljeni v poglavju 4 Rezultati.
Vpetje kompozitnega nosilca smo že predstavili v poglavju 3.1.2.2 Upogibne napetosti
na prerezu, v katerem smo izpeljali tudi robne pogoje in zapisali funkcijo povesa ob
upogibni obremenitvi.
Torzijska obremenitev je po celotnem nosilcu konstantna, saj torzijski moment vnašamo
v členkasti podpori. Zaradi konstantnega prereza se tudi napetosti po dolžini nosilca
zaradi torzije ne razlikujejo. Nosilec smo zato lahko obravnavali kot dvodimenzional-
nega. Napetosti, ki so posledica upogibne obremenitve pa po celotni dolžini nosilca
niso konstantne, zato je potrebno najprej poiskati mesto, kjer so največje.
Na spodnjih slikah 3.13 in 3.14 je predstavljena shema preizkuševalǐsča, ki je bil upo-









Slika 3.14: Shematski prikaz izvedenega eksperimenta – tloris
Na spodnjih slikah lahko vidimo, kako je potekal dejanski eksperiment. Na sliki 3.15 je
prikazano vpetje nosilca (na levi strani konzolno vpetje, na desni členkasto), medtem
ko je na sliki 3.16 prikazano, kako smo torzijsko obremenitev aplicirali na nosilec.
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Slika 3.15: Slika kompozitnega nosilca, pripravljenega za testiranje
Slika 3.16: Slika kompozitnega nosilca, pripravljenega za testiranje
Utež z določeno maso m smo obesili na ročico r in tako dobili obremenitev. Obremeni-
tve, pri katerih smo opravili meritve, so zapisane v preglednici 3.8. Obremenitve nismo
določili z meritvijo momenta, temveč z določitvijo kota φ, za katerega smo zavrteli
konec nosilca. Način, kako smo izmerili kot φ, je shematsko prikazan na sliki 3.17.
Iskali smo φ, ki smo ga določili vnaprej, in maso po ročici premikali toliko časa, da smo
dosegli določen φ. Nato smo iz razdalje, na kateri je bila obešena masa m enostavno




Slika 3.17: Določitev kota φ, za katerega smo zavrteli prerez in vnesli torzijsko
obremenitev
M = Fr = mgr (3.13)
Preglednica 3.8: Podatki o obremenjevanju nosilca s torzijsko obremenitvijo
Št. meritve φ r [mm] M [Nm]
1 14 190 5,50782
2 18 230 6,66737
3 20 270 7,82691
4 22 310 8,98645
5 24 350 10,1460
6 26 390 11,3055
7 28 430 12,4651
8 30 470 13,6246
V našem primeru smo na ročico obešali utež z maso m = 2955 g.
Na začetku se je vpel nosilec, ki smo ga najprej obremenili le upogibno, da smo do-
bili poves nosilca, ko ta še ni bil obremenjen s torzijsko obremenitvijo. Potem smo
postopoma dodajali torzijsko obremenitev (spreminjali smo jo od manǰse do večje –
povečevali smo ročico, na katero je bila obešena masa) in vedno dodali enako upogibno
obremenitev. Rezultat eksperimenta je opis odziva nosilca, pri čemer ta med torzijsko
obremenitvijo postane bolj ali manj tog. Če postane bolj tog, bi se moral z večanjem




V poglavju 4.1 se bomo osredotočili na rezultate, pridobljene s pomočjo izpeljane teo-
rije. Za izračun smo uporabili modele, ki smo jih predstavili v poglavju 2 Teoretične
osnove in pregled literature. Ker smo kasneje izvedli tudi eksperiment, je najbolj smi-
selno, da v obeh primerih uporabimo enak nosilec, saj bomo tako lahko rezultate tudi
medsebojno primerjali.
Ker smo pri eksperimentu torzijo dodajali postopno, in sicer z večanjem torzijske obre-
menitve, bomo tudi pri rezultatih teorije predstavili več primerov, v katerih smo večali
torzijsko obremenitev, medtem ko je upogibna ostajala enaka. Z ozirom na poglavje
3.1.2.1 Torzijske napetosti na prerezu, v katerem smo opazili linearno povezavo med
povečevanjem obremenitve in napetostmi na prerezu, lahko tako obnašanje pričakujemo
tudi v tem primeru. Rezultat teorije je napetostno polje na prerezu in izračun momenta,
ki za določen prerez povzroči zasuk prereza za kot φ. Vsi postopki so izpeljani že v
poglavju 2 Teoretične osnove in pregled literature.
4.1.1 Definicija obremenitvenih pogojev in izračun momentov
V poglavju so predstavljeni obremenitveni pogoji, ki smo jih aplicirali na prerez. Poleg
njih so prikazane tudi vrednosti izračunanih momentov. Mteo predstavlja moment, ki
je potreben, da se prerez zavrti za določen kot φ. Zapisani so v spodnji preglednici 4.1
Preglednica 4.1: Podatki o obremenjevanju nosilca s torzijsko obremenitvijo in
izračunani momenti Mteo
Št. simulacije φ[°] θ [rad/mm] Mteo[Nm]
1 14 0,000178 14,2989
2 18 0,000228 18,3843
3 20 0,000254 20,4271
4 22 0,000279 22,4698
5 24 0,000305 24,5421
6 26 0,000330 26,5862
7 28 0,000355 28,6339
8 30 0,000381 30,6748
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Rezultati
V zgornji preglednici so definirani parametri za torzijske obremenitve nosilca, ki so
bili uporabljeni v izračunu. Spodnja preglednica 4.2 pa prikazuje parametre, ki so bili
uporabljeni za analizo napetostnega stanja zaradi upogibne obremenitve.
Preglednica 4.2: Podatki o obremenjevanju nosilca z upogibno obremenitvijo
Št. simulacije L [mm] F [N]
1–8 1375 147
Za dolžino L = 1375 mm in silo F = 147 N smo se odločili na podlagi eksperimenta, saj
smo želeli nosilec obremeniti in vpeti pod enakimi pogoji kot v izvedenem eksperimentu,
da lahko na koncu primerjamo rezultate.
4.1.2 Napetostna polja
Na spodnjih slikah je predstavljena razporeditev napetosti po prerezu. Zaradi linearne
odvisnosti tokrat ne bomo prikazovali vseh napetostnih polj, saj so si ta zelo podobna.
Pri vseh napetostnih poljih je upoštevana tudi upogibna obremenitev, ki je povsod
konstantna, saj velikosti upogibne sile F nismo spreminjali. Prikazali bomo oba skrajna
primera, torej primera št. 1 in 8, v katerih smo nosilec zavrteli za kot φ = 14° in φ =
30°.
(a)
Slika 4.1: Napetostno polje na prerezu nosilca, ki smo ga uporabili v eksperimentu,





Slika 4.1: Napetostno polje na prerezu nosilca, ki smo ga uporabili v eksperimentu,
pri zasuku prereza za (a) φ = 14° in (b) φ = 30°
Poǐsčemo lahko tudi maksimalne napetosti na prerezu in lokacijo, na kateri se ti po-
javijo. Vrednosti so prikazane v spodnji razpredelnici 4.3. Vsi podatki so izraženi v
enotah MPa.
















σpri,max [MPa] σpri,min [MPa]
14 96,2317 0,58788
30 109,908 0,78981
Kot lahko vidimo na sliki 4.1, prihaja pri analizi do manǰsih numeričnih težav. Vzroke
za tako obnašanje gotovo lahko najdemo v ne dovolj gosti mreži KE. Drugi razlog, ki
ga je smiselno omeniti, je ta, da je prerez nosilca precej specifičen, saj je ena dimenzija
precej dalǰsa od druge (širina: 90 mm, vǐsina: 9,7 mm, torej razmerje: 9,28 : 1). Pri
prerezih, ki smo jih definirali, preden smo analizirali preizkušani nosilec, teh težav ni
bilo, saj je bil prerez precej bolj kvadratne oblike in nobena dimenzija ni imela večjega
vpliva kot druga. Prav tako lahko razloge za napake ǐsčemo v materialih na prerezu.
Ker smo uporabili materiale z velikimi skoki v elastičnem modulu E (posledično se
materiali razlikujejo tudi v strižnem modulu G), je prǐslo do velikih skokov na meji
med materiali.
Kar pa je dobro razvidno iz slik kontur in 3D izrisov napetosti na prerezu, so kritična
mesta, na katera moramo biti ob izbrani obremenitvi še posebej pozorni. Kot je
značilno za torzijo, se največje napetosti pojavijo na mestih, kjer je naklon nape-
tostne funkcije največji. To smo podrobneje opisali v poglavju 2.2.1.4 Membranska
analogija. V našem primeru lahko to nazorno vidimo na zgornji stranici prereza, kjer
je bila prilepljena plast titanala (ki ima od vseh treh uporabljenih materialov najvǐsji
modul elastičnosti in najvǐsji strižni modul).
4.2 Rezultati eksperimenta
Po zaključenem eksperimentu smo prǐsli do rezultatov, ki jih lahko primerjamo s tistimi,
ki smo jih dobili s pomočjo izpeljane teorije.
Pri eksperimentu se pojavi nekaj težav, ki jih žal ne moremo zaobiti. Merjenje na-
petostnega polja na prerezu ni mogoče, saj med obremenitvijo nimamo dostopa do
notranjosti, tj. prereza nosilca. Na zunanjih ploskvah bi napetosti sicer lahko izmerili
z uporabo merilnih lističev oz. kakšne druge metode za merjenje napetosti.
V eksperimentu smo izmerili poves na sredini nosilca. Upogibno obremenitev smo
aplicirali konstantno, medtem ko smo torzijsko obremenitev dodajali postopoma. V
spodnji preglednici 4.4 so definirani obremenitveni pogoji.
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Preglednica 4.4: Rezultati eksperimenta, izmerjen obremenitveni torzijski moment in
poves ∆z
Št. meritve φ [°] r [mm] Meks [Nm] ∆z [mm]
1 14 190 5,50782 2,2
2 18 230 6,66737 3,6
3 20 270 7,82691 5
4 22 310 8,98645 5,6
5 24 350 10,1460 6,3
6 26 390 11,3055 7,8
7 28 430 12,4651 9,2
8 30 470 13,6246 10,6
Začetni poves nosilca ob obremenitvi s silo F = 147 N je enak z = 100 mm. V zgornji
preglednici je definiran le prirast oz. padec povesa ∆z. Rezultate, ki smo jih dobili,
lahko izrǐsemo tudi grafično, kar je prikazano na spodnji sliki 4.2.









Slika 4.2: Prikaz rezultatov eksperimenta in interpolacije med izmerjenimi točkami
Vidimo, da lahko točke na grafu dovolj dobro interpoliramo z linearno povezavo. Opa-
zimo tudi, da se poves veča z večanjem obremenitve (z večanjem kota φ), kar pomeni,
da nosilec postaja vedno manj tog. Rezultat ni tako samoumeven in intuitiven, zato
je v takih primerih potrebna izvedba eksperimenta, ki pojasni dogajanje. Pred ekspe-
rimentom smo pričakovali nekoliko drugačen rezultat; predvidevali smo namreč, da bo
nosilec ob torzijski obremenitvi bolj tog kot pred njo, a se je izkazalo ravno nasprotno.
4.3 Korelacija rezultatov teorije z eksperimental-
nim delom
Podatek, ki nastopa tako v teoriji kot v eksperimentu in katerega vrednosti lahko
zato primerjamo, je moment, s katerim moramo obremeniti nosilec, da se zasuka za
določen kot φ. V eksperimentu smo ga enostavno določili s pomočjo enačbe (3.13), pri
teoriji pa smo ga izračunali. Do tega podatka smo prǐsli s pomočjo teorije, izpeljane v
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začetnem poglavju 2 Teoretične osnove in pregled literature. Izračun momenta je bil
zadnji pomemben podatek, ki smo ga izpeljali, določitev pa je opisana z enačbo (2.67).
Primerjava je prikazana v spodnji preglednici 4.5.
Preglednica 4.5: Primerjava izračunanih in eksperimentalno izmerjenih momentov









V preglednici lahko vidimo odstopanja med teorijo in eksperimentom. Možne razloge




V poglavju 4 Rezultati so prikazane ugotovitve, do katerih smo prǐsli pri teoretičnem
izračunu napetostnega polja na prerezu in ugotovitve do katerih smo prǐsli pri ekspe-
rimentalnem delu. Kot smo že omenili v poglavju 4 Rezultati, lahko med omenjenima
metodama primerjamo le izračunan in izmerjen obremenitveni torzijski moment. V
preglednici 4.5 lahko vidimo odstopanja med Mteo in Meks. V tem poglavju bomo
poskušali ugotoviti, zakaj je do njih prǐslo.
5.1 Vzroki za neujemanje teorije z eksperimentom
5.1.1 Nenatančnost pri popisu materialnih lastnosti
Izbira materiala je bila v našem primeru malce pogojena z sredstvi, ki so bila na vo-
ljo. Odločili smo se za kompozit iz treh plasti: titanala, lesa topole in polietilena. Če
lahko za titanal s preceǰsnjo gotovostjo trdimo, da so njegovi parametri precej natančno
določeni (najdemo jih v preglednici 3.7), saj govorimo o homogenem materialu, pa to
težko trdimo za 2. plast, les topola. Kljub temu da smo mu predpisali potrebne ma-
terialne lastnosti, je les precej bolj nehomogen, anizotropen material, njegove lastnosti
pa se spreminjajo. Opis njegovih lastnosti je zato precej bolj grob in nenatančen. Po-
dobno je polietilen, ki sestavlja 1. plast, tudi precej grobo ocenjen. Njegove lastnosti
prav tako nihajo med določenimi vrednostmi in za točen opis bi bilo potrebno dodatno
preverjanje materialnih lastnosti vsake plasti posebej.
5.1.2 Razmerje med dimenzijami
Če pogledamo prerez, ki smo ga obravnavali in je prikazan na sliki 3.11, lahko vidimo,
da sta plasti titanala in polietilena precej tanǰsi kot plast lesa topola. Tudi na tem
mestu bi lahko iskali razloge za neujemanje izmerjenih s teoretičnimi rezultati. Vpliv
titanala, ki ima mnogo večji elastični in strižni modul, pri eksperimentu ne pride tako
do izraza. To se tudi ujema z opažanjem, da je bil v realnosti pri eksperimentu izmerjen
manǰsi obremenitveni moment, kot smo ga pričakovali glede na teorijo.
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5.1.3 Zanemarjene povezave med plastmi
Za izdelavo nosilca je bilo treba združiti vse tri plasti in ustvariti kompozit. To smo
storili tako, da smo vse tri plasti med seboj zlepili z lepilom, katerega materialnih
lastnosti prav tako ne poznamo in jih je zelo težko določiti. Pri izdelavi kompozitov v
smislu prekrivanja plasti matrice s smolo in nalaganja plasti ene na drugo (kompozit
je npr. lahko sestavljen iz steklene/karbonske matrice, povezane z epoksi smolo) smo
morali upoštevati tudi materialne lastnosti smole. Predpostavili smo, da je povezava
med plastmi toga in neodvisna od materialnih lastnosti lepila, ki jih je težko pomeriti
in določiti. Ta predpostavka je močno olaǰsala izračun, čeprav večjih odstopanj zaradi
tega ne bi smelo biti, saj je lepilo med plastmi zelo trdno, včasih še celo bolj kot sam
material. Vendarle smo ugotovili, da je to razlog za eno izmed odstopanj rezultatov
eksperimenta od rezultatov teorije.
5.1.4 Numerične napake
Gotovo so se pri izračunu pojavile tudi določene numerične napake. Kot smo to že
omenili v poglavju 4.1.2 Napetostna polja, v katerem smo primerjali dve dimenziji
(širina : vǐsina) in ugotovili, da se precej razlikujeta, lahko na podlagi specifičnosti
prereza ugotovimo, da je tudi ta vzrok za nenatančnost pri izračunu. Bolj natančne
rezultate bi lahko dobili z bolj gosto mrežo elementov, vsekakor pa bi morali vedno
preveriti tudi konvergenco rezultatov, s čimer bi ugotovili, ali je uporaba bolj goste
mreže upravičena ali ne.
5.1.5 Napaka pri eksperimentu
Ker teorija, ki smo jo izpeljali v tem delu, temelji na predpostavki majhnih deformacij,
je to gotovo glavni razlog za odstopanje rezultatov eksperimenta od rezultatov teorije.
Pri izvedbi smo namreč nosilec obremenili in zasukali za največ φ=30°, ki je že precej
velik kot. Sklepamo, da je do odstopanj prǐslo tudi zaradi tega.
5.2 Diskusija o rezultatih teorije
Rezultati, ki jih podaja teorija, obravnavana v magistrskem delu, je napetostno polje
na prerezu. Za naš primer smo izrisali porazdelitve in konture napetosti. Kot smo že
omenili v preǰsnjih poglavjih, smo lahko z izrisom napetosti zadovoljni. Lepo se vidijo
mesta, na katerih je pri dimenzioniranju treba biti še posebej pozoren. Manǰse napake
(predvsem skoki napetosti) so gotovo numerične narave. Rezultate bi lahko izbolǰsali
z uporabo gosteǰse mreže KE.
Poleg napetostnega polja po prerezu teorija podaja tudi moment, s katerim moramo
obremeniti nosilec, da se bo ta zavrtel za določen kot φ. Te rezultate smo primerjali
z eksperimentalno določenimi in ugotovitve zapisali v poglavju 4 Rezultati. Vzroke za




5.3 Diskusija o rezultatih eksperimenta
Z eksperimentom smo dosegli zanimive rezultate. Pokazali smo, da z večanjem torzijske
obremenitve nosilec ne postane bolj odporen na upogibne obremenitve. Nasprotno,
nosilec ob torzijski obremenitvi ni več tako tog, kot je bil brez nje. Pred eksperimentom
pa smo pričakovali nasprotne rezultate. Obstaja možnost, da je bil tak rezultat dosežen
le v našem primeru (kot smo to omenili v poglavju 5.1.2 Razmerje med dimenzijami),
saj je bila naša plast titanala zelo tanka; če bi bila debeleǰsa, bi veliko bolj vplivala
na eksperiment. Prav tako je bila teorija razvita za majhne kote, pri eksperimentu pa





V magistrskem delu smo obravnavali kompoziten nosilec, obremenjen s torzijsko in
upogibno obremenitvijo. Izpeljali smo teorijo, s pomočjo katere smo na podlagi prereza
in definiranih materialnih lastnosti izračunali napetostno stanje. Temeljila je na Saint-
Venantovi torziji prizmatičnih gredi, ki smo jo razširili za prereze poljubne oblike,
sestavljene iz različnih materialov. Poiskali smo mesta največjih napetosti ter s tem
določili kritična mesta za dimenzioniranje in konstruiranje nosilca, smučke.
V magistrskem delu smo dosegli naslednje:
1. Pokazali smo, da teorija, razvita za torzijo kompozitnih nosilcev, daje dobre
rezultate ob primerno izbranem prerezu.
2. Ugotovili smo, da nosilec ob dodajanju torzijske obremenitve ne postane bolj tog,
temveč manj in se zato bolj upogne pod upogibno obremenitvijo.
3. Pokazali smo, da je določitev momenta na prerezu še kar solidna, bi pa bilo za bolj
natančne rezultate treba podrobneje opisati sam nosilec in uporabljene materiale
ter nosilec analizirati ob manǰsih kotih zasuka φ.
4. Razvili smo uporabnǐsko aplikacijo, ki omogoča hitro in enostavno določanje in
izračunavanje nosilcev, obremenjenih s torzijsko in upogibno obremenitvijo.
Poleg izpeljave teorije je bil eden izmed ciljev tudi izdelava programa, ki bi uporabniku
omogočal enostavno določitev prereza in mu olaǰsal opravljanje izračunov. To nam
je uspelo implementirati v programskem okolju Mathematica. V delu je predstavljen
kratek prikaz in delovanje programa. Koraki uporabnika enostavno vodijo skozi proces
izbire, pri čemer je najprej na vrsti določanje prereza smučke. Vsaki plasti definiramo
pozicijo in materialne lastnosti ter tako določimo vǐsino in širino celotnega prereza.
To nam kasneje služi kot podatek za teoretičen preračun. Določimo še specifični kot
zasuka, ki je podatek o tem, za koliko bomo zasukali prerez in s tem v nosilec vnesli
torzijo. Definirane podatke lahko tudi izvozimo v obliki datoteke .csv, kar omogoča
to, da lahko prerez enostavno popravimo, ga kasneje ponovno uvozimo in se s tem
prihranimo veliko časa, saj je določanje velikega števila plasti lahko zamudno. Sledi
preračun nosilca, obremenjenega s torzijo. Izpeljana teorija je zapisana v celicah pod
tem poglavjem in se avtomatsko izvede, ne da bi uporabnik moral določiti še kakšne
dodatne parametre. Rezultat tega dela je torej napetostno stanje nosilca pod torzijsko
obremenitvijo. Prav tako se izračuna moment, s katerim je bil obremenjen nosilec, da
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je dosegel tako napetostno stanje in se zasukal za že prej določen kot φ. Seveda se
po izračunu izrǐsejo tudi grafi in napetostna stanja na prerezu. Zatem sledi preračun
nosilca pod upogibno obremenitvijo. Uporabnik določi dodatne parametre, ki so po-
trebni za izračun, nato pa se celoten proces ponovno odvije avtomatsko. Uporabljena
teorija je izpeljana s pomočjo metode transformiranega prereza. Na koncu se prav tako
izrǐsejo vsi grafi in napetostna stanja. Zadnji del programa je združitev obeh obre-
menitvenih stanj in izris končnega, realnega stanja nosilca, obremenjenega z obema
obremenitvama. To storimo s pomočjo Von Missesove definicije napetosti, ki napeto-
sti v različnih smereh na prerezu prevede v primerjalno napetost, s katero lahko nato
preverjamo velikosti in mesta, kjer je prerez najbolj obremenjen ali se pojavijo kritično
velike napetosti.
Tretji del magistrskega dela je obsegal eksperimentalno preizkušanje nosilca in primer-
javo teh rezultatov s teoretično izračunanimi. Rezultati, ki smo jih dobili, se sicer malce
razlikujejo, smo pa našteli nekaj razlogov, ki bi lahko bili vzrok za omenjeno razhaja-
nje. Do neujemanj rezultatov teorije z eksperimentalno pridobljenimi meritvami gotovo
pride zaradi razlogov, opisanih v nadaljevanju. Nenatančnost pri opisu materiala je
prva točka, kjer lahko najdemo prostor za izbolǰsave. Naša izbira materiala je bila
pogojena z razpoložljivimi sredstvi, zato smo se tudi odločili za titanal, les topola in
polietilen. Popis titanala ni tako težka naloga, saj ga lahko opredelimo kot homogenega,
in kar je zelo pomembno, izotropnega. Pri lesu zaradi anizotropnosti in nehomogenosti
to težje storimo. To je zato gotovo ena izmed pomembnih poenostavitev, ki vplivajo
na rezultate.
Drugi razlog za neujemanje rezultatov lahko najdemo v razlikah med dimenzijami po-
sameznih plasti. Plasti titanala in lesa se v našem primeru dimenzijsko razlikujeta.
Prav tako je bila plast titanala zelo tanka, kar bi lahko vodilo tudi do drugih nepravil-
nosti, kot so numerične napake. Uporaba končnih elementov pri analizi je neizogibna,
treba pa se je zavedati, da z izbiro vrste in velikosti končnega elementa vplivamo na
rezultate. V našem primeru bi z bolj gosto mrežo končnih elementov lahko prǐsli do
bolj natančnih rešitev.
Zanemarili smo povezave med plastmi in jih modelirali kot toge, čeprav je v realnosti
na tistem mestu lepilo. Lepilo ima prav tako svoje materialne lastnosti, ki smo jih v
teoriji zanemarili. Zaradi tega prav tako lahko prihaja do ugotovljenih odstopanj.
Glavni razlog za odstopanja pa je gotovo ta, da smo pri eksperimentu analizirali
občutno prevelike kote φ, za katere je teorija že manj natančna.
Predlogi za nadaljnje delo
V prihodnje bi se bilo gotovo smiselno posvetiti nadgradnji teoretičnega modela in
eksperimenta. V teoretičnem modelu bi lahko upoštevali velike deformacije, pri ek-
sperimentu pa bi lahko testirali več različnih nosilcev in uporabili materiale, katerih
materialne lastnosti bi bile bolj natančno določene. Zanimivo bi bilo, da bi obremeni-
tvenemu stanju, ki smo ga opisali v tem delu, obremenitev dodali tudi na rob nosilca
– po analogiji pritiska na robnik med smučanjem. Prav tako bi lahko upoštevali še
strmino klanca, po katerem se spuščamo.
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